RACHUNEK CAtKOWY

RYS HISTORYCZNY

Ju staraytni znali pewne idee i metody zaliczanesddo rachunku catkowego. Takimi wiae
metodami i to z zachowaniem nayeej precyzji logicznej, uczony grecki ARCHIMEDESI{ w.
Przed Chrystusem ) obliczat efgsci i pola powierzchni ranych bryt.

Wiasciwy rozwoj metod catkowych nagdit w XVII w. i wiaze sk z badaniami matematyka
wioskiego F.B. CAVALIERIEGO, angielskiego J. WALLAS astronoma niemieckiego J.
KEPLERA. Okres ten zamykaprace |. NEWTONA oraz niemieckiego matematykdadziofa G.
W. LEIBNIZA, zawierapce systematyczny wyktad teorii i metod zmanych z pgjciem caiki,
wprowadzajce terminologi i oznaczenia, ukazage zwiazek rachunku catkowego =z
rézniczkowym oraz praktyczne metody catkowania prdstyiypow funkcji. Dlatego te
NEWTONA i LEIBNIZA uwaza sk za tworcow rachunku catkowego.

W XVIIIi XIX w. coraz szerzej gywano catki w ranych dziatach fizyki. Uwolnienie teorii cafki
od nigcistosci | oparcie jej na periu granicy jest zastugirancuskiego matematyka i fizyka
A. L. CAUCHY'EGO.

Dalszy rozwdj teorii dotyerych catek to take prace Niemca G. F. B. RIEMANNA oraz
Francuza H. LEBESGUFE'A.

|.CALKA NIEOZNACZONA

1. Pogcie funkcji pierwotnej

Definicja:
Niech dana &dzie funkcja f: D> R. Funkcy pierwotra funkcji f nazywamy funkej F:
D - R taky, ze:

F‘'(x)=f(x)

XQob
Dla kazdego x nalégcego do dziedziny pochodna funkciji pierwotneji@ata funkcji f.

Przyktad 1
f(x) = x .R-R
1. Funkcp pierwotry funkciji f jest:

F(x):%xz FR-R
) 1 2 )
bo: F(x) = (EX )'= X = f(x)
2. Funkch pierwotry funkciji f jest rownie:

G(X) %x2+e FRR

bo: G&%ﬂ%ﬁ+®txzﬂm

Przyktad 2
fx) =% fR-R



Funkch pierwotry funkcji f jest:
F(x) =%x3 +4 F.RR

bo: F'(x) = (%x3+ 4) =¥ = f(x)
2. Funkcja f mae posiadarowniez inna funkcije pierwotra:
G(x%:x3 -3 G:RR

bo: G'(x) = (% X3+ 4) =¥ = f(x)

Twierdzenie:
Jezeli funkcje F: DR i G: DR s funkcjami pierwotnymi funkcji f: D> R to
istnieje takie CIR ze zachodzi:
G(x)=Fx) +C
Dowod:
Funkcje F(x) i G(x) s funkcjami pierwotnymi funkcji f zatem na mocy dadji funkcji
pierwotnej mamy:

F(x) = f(x)
XD

G’'(x) = f(x)
XiD

Na mocy twierdzenia o pochodnegnicy dwoch funkcji réniczkowalnych [ ktore to twierdzenie
czytelnik winien mié juz przyswojone, a jeeli nie to z pewngcia znajdzie je w powiszej pracy w
rozdziale POCHODNA FUNKCJI ] otrzymamy:
(&)(x) = [F(X) - GX)]' = F'(x) - G'(x) = f(x) - f(x) = 0

Zatem funkcja (F - G)(x) musi byfunkcja stah

(G-FKx)=C

G(x)-F(x)=C
G(xX)=F(x) +C
Co nalezato dowie&s¢.

Twierdzenie:
Funkcje pierwotne funkcji f(x) tnia sie co najwyej o stad
Zapis: G(x) = F(x) + C oznacza rodgifunkciji f.

Definicja:
Zbior wszystkich funkcji pierwotnych (rodzipfunkcji f: D » R nazywamy
CALK NIEOZNACZON funkcji f: D - R i oznaczamy:

[ £(x)dx
LEGENDA:
[c]-symbol calki

f -funkcja podcatkowa
d - wyznacza zmienncatkowania

[f)dx = F(x) + C

Powysz definicje sformutowat Newton. O funkcji dla ktorej istniegatka moéwimy ze jest
catkowalna ( w sensie Newtona).



2. Podstawowe wzory rachunku catkowego.
1. j Odx = ¢

ZJ ldx = [c]dx = x + C

3.jxdx = 1x2 + C
2

n+l

4.[x"dx = X +Cdamli xR
n+1

5. Vdx = %JF + C dlaxJR,

G.Isinxdx = -cosx + C

7.I cosxdx = sinx + C

8.[ 1 dx = tgx + C
Ccox

9.[ _12 dx = -ctgx + C
sin“x
1

V1+x?

1
11'Ix2+1 dx = arctgx + C = -arcctgx + C

12.je‘ dx = & + C

10.I dx = arcsinx + C = -arccosx + C

13.I%dx =y +C

14. [a'dx = 2= + C @0 i a1l
In a
Dowdd:
DowoOd polega na z#diczkowaniu prawych stron kazdego z podanych wyej
WZOrow.
1. Fx)=C
F(x)=(C) =0=f(x)
2.F(X) =x
F(x) = () =1=f(x)
Ao
3.F(x) 2x

F(x) =(% xzj\ - x = f(x)

n+l

_X
4'F(X)_n+1
’ — Xn+1/_ 1 n+l/_ 1 D:n_ n_
F(X)_(n-{-J - n+l(x ) _n_l_ll:qn-'-]) =X —f(X)

5.F(X) :EJF

F00 < 24 ) =2fic]) =§[§xij’ 2830e" = =¥k = 1(x)



W przypadku funkcji trygonometrycznych dowdd opsera twierdzenie dotyqze pochodnych
funkcji trygonometrycznych. Twierdzenie te czyketnajdzie w niniejszej publikacji w dziale
POCHODNA.

6.F(x) = -cosx
F'(x) = (-cosx)’ = -1(cosx)’ = {Esinx) = sinx = f(x)

7.F(x) = sinx
F’'(x) = (sinx)’ = cosx
8.F(x) = tgx
F'(x) = (tgx)’ = 12 =f(x)
COs“X
9.F(x) = -ctgx

e T

W przypadku funkcji cyklometrycznych dowdd opieeardwniez na twierdzeniu o pochodnej

funkcji cyklometrycznych, ktore to twierdzenie @ryk znajdzie w niniejszej publikacji w dziale
POCHODNA.

10.
a.F(x) = arc sinx

F'(x) = (arc sinx)’ = ! = f(x)

b.F(x) = -cosx

F'(x) = (-arc cosx)’ = farccosx) = EE Jl_l ZJ !
- X

) V1-x2 =1t

11.
a.F(x) = arc tgx
1 — 1 — 1 —
F’'(x) = (arc tgx) e f(x)
b.F(x) = - arc ctgx

F'(x) = (-arc ctgx)’ = {flarc ctgx) = [6 -1 j CH f(x)

1+x? =1+x2 B

12.F(x) = &

F(x)= (8 =€elhe =€
13.F(x) = I

/ / 1 1

F(x) =(In[x)" = (log,|x) =|X|m:;:f(x)

14.F(x) =~ dla 20, &1
Ina
o (@) YL
F(x)—(lnaj =(a*) [ﬁm—aj_mm Ona=4d = f(x)
Twierdzenie:

Jezeli funkcja F:D- R jest funkcy pierwotry funkcji f:D - R i funkcja G:D- R jest
funkcja pierwotry g: D- R, to:

1 [(f+g)(x)dx =] f(x)dx+[ g Y dx = F(x) + G(x) + C
2. [(F-g)(x)dx = f(x)dx-[ o ¥ dx = F(x) - G(x) + C
3. [Kki(x)dx =k f(x)dx = kiF(x) + C

Dowod:

Dowdd polega na zéiczkowaniu prawych stron rowfna
Zauwamyze: F'(x)=f(x) i G'(X) =g(x) wtedy mamy:



a.[F(x) + G(X)]' = F'(x) + G'(x) = f(x) + 9(x) = (#g)(x)

zatem funkcje F(x) i G(x)asfunkcjami pierwotnymi funkcji f(x) i g(x).
b.[F(x) — GX)]' = F'(x) — G'(x) = f(x) — 9(x) = (fg)(x)

zatem funkcje F(x) i G(x)asfunkcjami pierwotnymi funkcji f(x) i g(x).
c.[KE(x)] = KE(x) = KI(x)

zatem funkcja F(x) jest funkgpierwotny, funkcji f(x).

Co nalezato dowiesé.

Zadanie:

Wyznacz cajknieoznaczomn
3+1

1. J.(x3+2x-])dx :j x3dx+j 2xdx-_{ 1dx —;(Jr1+2_|'xdx-x:x74+2E—l;—x2 -X=

4

X 1
:7+x2—x:—x4+x2—x+C

Zadanie:
Wyznaczykilka funkcji pierwotnych f(x) = 2x i narysowaich wykresy w jednym
uktadzie wspotrzdnych.
Wyznaczamy wszystkie funkcje pierwotne funkcji f(x)

[f(x)dx = [ 2xdx = 2f xdx:231§D<2=x2+C Y,
c=-1 F(x) =3t
2 2
c=0 F(X) sz
c=1 F(x) =x1 AN "
c=2 F(X) Z%2 X
c=-4 F(x) =
Whiosek: Geometrycznie wykres wszystkich funkcji pierwotmlgatej funkcji jest rodzinkrzywych

~fownolegtych” przesungtych wzgédem krzywey = F(x) o wektor(0,C).

Zadanie:
Wyznaczyfunkcje pierwotry funkcji f(x) = x-x° do wykresu ktérej naky punkt P(-1,2).
Wyznaczamy wszystkie funkcje pierwotne funkcji f(x)

jf(x)dxzjx-x3dx =j xdx-j x3dx=% xz—XT: :%xz -%x“ +C

Otrzymalémy rodzirg krzywych G(x) :—%x“ +%x2 +C
Aby punkt naleat do krzywej musi spetnégej rownanie.
1 2 1 4
2=-0-1) -=-0-1 +C
-9 - )

1 1
=2 4°C 1, 1.,.7
2 4 ODP: Szukana funkcja ma postéx) = =x* —=x* +—
_, 1.1 2 4 4
C=2-2+=
2 4
c="'
4



Zadanie:
Oblicz catke nieoznaczom

1.I 3x% dx
Z.Igdx
B.I(x-]szx

4. J. x® - 3cosx dx

5. (26 - V%) dx
ll. CALKOWANIE PRZEZ CZ ESCI

Twierdzenie: < o catkowaniu przez ¢zci >
Jeli funkcje fi g mag w przedziale D eigte pochodne f' i g’ to zachodzi wzér:

1£(x)g’ (x)dx = f(x)a(x) = ]/ (x)g(x) dx
Dowadd:

Dowdd polega na z#diczkowaniu prawej strony rownania.

/
[1(x)a(x) = [ (Do) = £ (x)a(x) + 1(x)a’ () = ' (x)a(x) = F(x)g' ()
Otrzymalsmy lewa strorg rownania.
Co nalezato dowies¢.
Przykfad:

Obliczj- X! cosx dx

Zauwamy, iz mamy do czynienia z iloczynem funkcji podcatkowyd&eli jedm z nich
Potraktujemy jako pochodrpewnej innej funkcji np.:
g’'(x) = cosx
A druga jako zwyczajg funkcje np.:  f(x) = x
Mozemy zastosowawzor.
Najpierw uporadkujemy funkcje i ich pochodne niegine do podstawienia do wzoru.
f(x) = x Of(x)=1
g’'(x) = cosx [g(x) = sinx
Podstawiajc do wzoru otrzymujemy:

jx [tosx dx = )d]sinxj. T sinx dx = X sinx+cosx +C

Zadanie:
Oblicz:
f(x) = x Sfl(x) =
1. J'xEd:osxdx— (/) :f ) 1 :le'l;inx-J'lﬂsinxdx:>¢]sinx+cosx+C
g’ (x) =cosx: g(x) = sinx
f(x) =x* i f'(x)=2
2. sz@x dx={(j() X y ) X}=x2@x—j2xtbx dx:%Dé—Zj X1¢& dx =
g'(x)=€etgx) =¢

{f(X)=x L) =1
g'(x) =€ g(x) =&
= X[ - 2x@ + 26+ C
3. [e zmsxdx:{f(x):ex :f’(X>=eXX}:esmx_j i {(x):ex ) =e y}:

g’ (x) = cosx: g(x) = sin g’ (x) = sinx: g(x) = -cos

}:XZEeXQ[Qer* {me dk= k08 -4 xe [ e g=

= e" Dsinx(é(-cos)ej g -cogx éix €l sinx*@ coijfte cosx dx



Iex cosx dx= & sinx+® cos>j'- *e cosx dx

2 [J. e‘cosx dx = & sinx +e cosx

jex cosx dx %ex [{sinx +cosk+ C
Zadanie:
Oblicz catle nieoznaczomkorzystagc z metody catkowania przezegsei.
1.f xC&*dx

Z.I&D(de
3.I x* [Binx dx
4.[ cog x dx

S.Igdx

Ill. CALKOWANIE PRZEZ PODSTAWIENIE

Metoda catkowaniaprzez podstawienjezwana jest tatle metod catkowania _przez zmian

zmiennej.
Twierdzenie< pierwsze o catkowaniu przez podstawienie t = k(x)

Jezeli:
1. Funkcja h(x) jest mdiczkowalna w przedziale D i przeksztatca go nagrzrat T
2. Funkcja g(t) ma w przedziale T furkgjerwotry G(t)
3. f(x) = g[h(x)] w przedziale D
to:
[f(x)dx = G[k( x)] +C
Dowod:
Funkcja ztoona G[h(x)] jest funkej pierwotr funkcji f(x), poniewa dla kadego X1D
mamy:
(GIh(X)])" = G'Th(x)] B'(x) = g[h(x)]E’(x) = f(x)
Co nalezato dowie&¢.
Przykfad:

Obliczs j(zx +3)°dx
Podstawiamy za t = 2x+3, czyli h(x) = 2x+3a&th’(x) = 2, dt = 2dx. Poniewa
(2x+3)° = %(2x +3°2

wiec g(t) = %t6. Mamy tu D = T = (e ; +0). Korzystajc ze wzoru na catkowanie przez

podstawienie, otrzymujemy:

[(2x+3°dx :jltﬁdt =Liic=L(x+9 +c
2 14 14
Twierdzenie: < drugie o catkowaniu przez podstawienie &(t) >

Jezeli:
1.Funkcja jest #diczkowalna i ranowartdgciowa w przedziale T i przeksztatca go na
przedziat D.
2.Funkcja f ma w przedziale D funkpjerwotry F
to prawdziwa jest na tym przedziale rowéo

[foqdx = [ f[4(t)] ' (t)at



Dowad:

Niniejszy dowdd opieragsha twierdzeniu o pochodnej funkcji zimej. Doktadny dowod
zainteresowany czytelnik znajdzie w publikacji astewa W.Zakowskiego i G. Decewicza pt.:
"Matematyka (Podsczniki akademickie)”,w dziale rachunek catkowy fajikednej zmiennej.

Zadanie:
Oblicz catl¢ nieoznaczomkorzystajc z metody catkowania przez podstawienie.

t=2x
. o1 1, . 1 1
. = = =— = - = +
1IS|n2xdx:11dt 2dx smtE‘Edt 2J‘smtdt 2cost 2E2x C
—dt=d
2 X
t=4x+2 3 .
2 i

1 1 1.1 1 12 1
= = = =— =—|t2 =— = — =—[12 =
2[Vax+2 de=idt=4dx = [Vtgdt=7[Vtdi=2 [tz dt 2C3 350 =50
2

1
Zdt =dx

1 3
:E[G4X+2)2 +C

x=2t
5
5 2 52 2 2 2 5
S.J'co&zxdx: dx=gdt =jco{§%t)—dt=gjcostdt:gDsint=§B;in§x+C
t= 2y
T2

Zadanie:
Oblicz samodzielnie stostimetod@ podstawiania.

1.jcos( X+3 dx
2..[(x+:l)1998 dx

B.IX\/XZ -3dx

2
4.J‘(4X_2)3dx

5.J‘x[e'x2 dx
V. CALKOWANIE FUNKCJI WYMIERNYCH.
I. Przy obliczaniu catek funkcji wymiernej skorzgstmazna z rozkladu teg funkcji na utamki

proste.
Definicja:

Funkejwymierm postaci f(x) :( 1 )n nazywamy utamki prostym.
X-a
Przykfad:
Dokonaj rozktadu na utamki prostekciji.
f(x) = 2X+5
X? +Xx-2
1.Dazymy do przedstawienia dwumianu w mianowniku jakaziynu dwoch jednomianow,
wyznaczajc pierwiastki rownania%+ x — 2 otrzymujemy:
2X+5 2x+5
x> +x-2  (x+2)f{x-1)
2.Rozktadamy funkejna sumg utamkéw prostych.




2x+5 A B

(x+2)(x-1) B (x+2) ¥ (x-1)
3.Dodajemy otrzymane utamki sprowadzaflo wspolnego mianownika.
A , B _Alx-1)+B(x+2) (A+B)x-A+28B

(x+2) (x-)  (x+2)x-1)  (x+2)(x-]

2x+5 _ (A+B)x-A+2B

(x+2)(x-3  (x+2)(x-]
Utamki te g sobie réwne wtedy i tylko wtedy gdy:
2x+5=(A+B)x—-A+2B

Jezeli wielomiany tego samego stopniasobie rowne mugzmiec takie same wspotczynniki przy
odpowiednich pafgach.
Wiec:

A+B=2

2B-A=5
Rozwiazujemy otrzymany uktad réwna

1

3
B='
3
5.Podstawiajc (do punktu 2) otrzymamy:

2x+5 1 7

=- +
x> +x-2  3Yx+2) Ix-)

Jezeli musielibymy obliczy¢ catke powyzszej funkcji maemy skorzystéz otrzymanej postaci

sumy utamkow prostych.

oX*S 1 l 1 7 1p1 71
jm:j(‘a(xwfa(x-])jdxzf( 3(X+2)j+j3(x-3):_§jx—+2d)(+§ X1
:-éln|x+2|+£ln|x-][+c

[I. Wéréd pozostatych metod, obok omdéwionej juetody podstawienia istnieje takinna gdzie
stosuje si dzielenie licznika (jedno lub wielomianu) przezamownik (take jedno lub

4.Mamy wkc:

wielomianu).
Przykifad:
Wyznacz catdknieoznaczom
X+2
I dx
4x-1
Dzielimy licznik przez mianownik:
(x+2):(4x-1) :1
4
1
X_
oooobo
-2
4

Poniewa w ilorazie dzielnik jest taki sam jak mianownik ewtualnej resztydalacej utamkiem
zwyktym np.:



4
g = 4+£
2 2

Wynik dzielenia naszych jednomiandwdacy inna postaci funkcji podcatkowej zapisujemy:

9
[X220x=[| 2+ 4 ax
4x-1 4 4x-1
Obliczenie takiej catki jest juproste:
9
J. 1 dx——J.dx - —d —x+gEl}In|4x-][+C
4 4x 1 4x-1 4 4 4

i)
()
j’mdx= Inf(x)|+C

f(x)

ktory to mana z powodzeniem stosotva
Przykfad:

Oblicz:j v

[ll. Po wyliczeniu szeregu catek funkcji wymierrgijziej dx nasuwa si wniosek:

dx

Zauwamy iz licznik jest pochod@mianownika
(x? +1)' = 2x
Zatem mana skorzystaz wniosku

2X _ 5
sz +:de = In‘x +1+ C
Zadanie:
Oblicz catkfunkcji wymiernej.

dx
1.|————
J'2X2 +9x-5
mianownik:  22x9x-5=0
A=121 VA =11

1
X, =-5 0 x, =

2
2(x-%j(x+5):o
(2x-)(x+9=0
_ 1 1 __ A _ B _A(x+5)+B(2x-1) Ax+5A+2Bx-B
T 2x2+9x-5 (2x-)(x+5  (2x-1)  (x+5  (2x-)(x+3 (2x-)(x+H
licznik: x(A+2B)+5A-B=1
A+2B=0
{SA-le
2
ATn
1
ST

10



Podstawiajc otrzymamy:

2 1
dx 11 11 1 1
= + d— —d- In2x-3—-—0Onx+5+ C
j2x2+9x-5 I2x-1 w5 X711 o1 @ j X EE”'” pnx+8
X2 +X+6

Pamitajac ze: j )) dx = In‘ ‘+C

I 2x+1
X2 +Xx+6
bc bc

4 j::(:ctl) _I a axab dx = j OIX+Iax+ _Id Jr(d__j[jaxibdx=
(O (ox+d(ax+h=-=

a
—x+(d-—)Glln|ax+lj+C cxlc
a a a

Mamy: dledx2+x+Q+C

oooooooo

q-2c
a

Zadanie:
Wyznacz cadifunkcji wymiernej.
j 11x-1 dx
2x* -5x-3
j 3x-4
X?-X-6
x2+2x% +1
J- x?+1
4x + 6
4. j Z + 3 dx
J- x22 +X+ 1dx
X“+X+2
V.CALKA FUNKCJI NIEWYMIERNYCH

N

dx

dx

Przy obliczaniu catki funkcji niewymiernej korzysta z metod omowionych w punkcid.|
CALKOWANIE PRZEZ PODSTAWIENIE.

Przyktad 1:
Oblicz:
3x+1=t
[V3x+1dx=13dx= dt :jﬁ%dt :%%B/Fzéa/(sxﬂf +C
dx= 1
—dt
3
Przykiad 2:
Oblicz:

11



dx=Z
3

Zadanie:

t2 =3x+1

2 2 13
J-\/3x+1dx: 2tdt = 3dx =J't[-§3tdt=§jt2dt=§[4tg

tdt

g aﬁyﬁf+c

Wyznacz cajifunkcji niewymiernej.

t? = 3x - 5x

1. j L ax =Jotdt = -5dx

dx = E tdt
5

=42Xx-3
=2Xx-3
2tdt =

2dx

2.J'x\/2x-3 dXx =< dx = tdt

z ?=2x-3
_t?+3

2

J

t?+3

_[jt4dt+3jtdq { 3[1—} {ts

Zadanie:

2

:j%&%tdt:%jdt:-gﬁc

[ Odt =%I(t2 +3)[112dt =%j(t2 +3t2)dt

+C

LU |1 P +5°_ t°+5t°
5 5 10

Wyznacz calipodanych funkcji niewymiernych.

1 j dx
X +3¥x
2. j& /x? +1dx

3. J‘/&dx
X“+Xx+3

4, \/_ + cos\/_x) dx

> I\/x“f

VI. CALKA OZNACZONA

1.
Definicja:

Niech fddzie funkcy ciagta na przedzialea,l>> i F jej funkcp pierwotnr.

Liczbe F(b) —

Ooznaczamy:

F(a) nazywamy catloznaczon funkcji f na przedzialea, > i

x) dx=[Hx)]; = KD -K 3

Liczby a i b nazywamy odpowiednio dalhgorm grania catkowania.

Przyktfad:
Oblicz:

3 273 2 2
1. J‘xdx:[x—} SICHNE e
1



2.
t1 .
3. {;dx=[ln|>4]l =lne-In1=1-0=1

Catka oznaczona zachowuje wszystkie ,wiadsiioqwzory) catki nieoznaczonej.
Ponadto:
Twierdzenie:

1.jzf(x) dx=0
2.j3f(x) dx = f f(x) dx

b [ b
3. Jaeli a< c< b, to: [ f(x)dx = [ f(x) dx + [ f(x) dx
Dowdd:

1.ff(x)dx = F(a)-F(@) =0

Z.If(x) dx = F(b) - F(a) = -[F(b) + F(a)] = -[F(a) + F(b)] :f- f(x)dx

b

3j f(x) dx +ff(x) dx =[F(c) - F@)+[ F(b)-Fd)= F(c)-F(a) + F(b) - F(c) = &+ F(b) =

= F(b) - F(a) :j f(x)dx

Co nalezato dowie&¢.
2.Interpretacja geometryczna catki oznaczone.

Twierdzenie:

Jeeli funkcja f jest cigta i nieujemna na przedziale dom#tyim <a,b>, to catka

oznaczona z funkgciji f jest rowna polu figury ogatnej prostymi x = a, X = b, @3DX i krzywa
y = f(x).

foa

/\

v

0 a b X

b
Obszar S przedstawia trapez krzywoliniowy. S :j f(x)dx

Jezeli funkcja f jest niedodatnia na przedziake > to pole trapezu krzywoliniowego wyta st
wzorem:

S= —f f(x)dx

Przykifad:
Oblicz pole obszaru ograniczonego tukiem parabealixg, prostymi x = 1 i 0si OX.

13



b 4

Korzystajc ze wzoru:
S = f(x) dx

Mamy:

2 372 3
s=[% dx=| " _Z L
! 3| "3 3
7

ooloo
1
wl~

Wik

1
ODP: Pole obszaru Wyno3

3.Geometryczne zastosowanie catki oznaczonej.
Twierdzenie:
Niech y = f(xkbzie funkcj ciagla na przedzialea, > wtedy:
1. Obijetos¢ bryty obrotowej powstatej poprzez obrét obszartaagzonego tukiem krzywej
y = f(x), prostymi x = a i X = b oraz @asDX dookota tej osi wyrza st wzorem:
b

V= Jf?(x) dx

2. Pole powierzchni boczney:

P= mf i)/ 14 F ()] dx
L:f1/1+[f’(x)]2dx
Przykifad: )

Wyznacz pole powierzchni boczndj.ku
1. Kula jest bryh obrotows powstas poprzez obrét obszaredncego pétkolem powstatym z
przepotowienia kota wzdiusrednicy tega kota na osi OX. Obszar 6w jestawiograniczony:
- lukiem krzywej ¥ + y* =  ( réwnanie okggu).
- Prostymi x =r, x = -r (to znaczxe jest ograniczony zagjiem swego promienia)
- Osiag OX ( wokot ktorej st obraca).
2. Wyznaczamy elementy niegine do wykorzystania we wzorach.
a. Przeksztalcar rownanie okggu
y=r
2 _

X
y =7

f(x): re-x?
b. Obliczapc pochodn powyzszej funkciji

f’(x):( W )/ - 2\/I‘_22)—(x2 =\/r2-)fx2

3. Dilugosc¢ tuku krzyweyj:

II+

x
y?

14



c. f2x)=(Vr2-x? )" =r2-x2

2 2
y ( X j X
[ (X)] [r2 -x2 r2 -x2
d. a=-r b=r

3. Podstawiajc do stosownych wzorow otrzymamy:

a.Vvs= |'|_jr(r2 -x?)dx = n{j rzdx_jr xzdx} = I'I{rzj: dx—i e dx} = r{ [ {X_;}} -

3 3 3 3
=M rz(r+r)—(r—+r—j =nl2re -2 =0 = 4nye
3 3 3 3 3

r 2 r 2 L2 _y2
b. =[P % G145 —dx=2n[VF - D{/rzx—fdpznj\/rz-xzaﬁdx:
: r?-x : r?-x r?-x

:2I'Ir«/r_2dx:2I'Irrdx:Z'lrrdx:2'l "= Tr+0)= Nr2r=MA7
J J {de= 214 = 21 (r+9

Po sprawdzeniu wynikdw z ogolnie znanymi wzoramohbgtos¢ i pole powierzchni kuli czytelnik
przekona si ze s identyczne.

Zadanie:
Wyznacz cafkoznaczon podanych funkcji.

sinx dx

(x2 - 4x)dx

N NE——w Oy

N

3. jco§xdx
grr
1
4, j«/x+1dx
0
1
1
5. L;dx

VII. CALKA NIEWLA SCIWA

Twierdzenie:
Funkcja gifa ma catk oznaczoa w przedziale domkrtym <a,b> jesli funkcja f
jest okrglona na przedzialea,+») i ciagta, to jest catkowalna w kdym przedzialea,t> i
<a,+00).
Granie skaiczorg nazywamy cat niewtaciwa funkcji f i oznaczamy:

limjf(x) dx

coO maemy zapiséjako: If(x)dx
Przyktad 1:

Oblicz:jizdx
" X

15



+00 -1 . 1t l
J—dX-IlmIX dx= Ilm[ }=I|m[—x} —Ilm(——+1j 1
1 t- 400

1 t- 400 1 t- 400 to 4o

Przyktad 2:< w ktorym obliczona catka oka sk catka w rzeczywistéci nieistniegca >
Oblicz:J' 1dx

+oo

I dX—IlmI dx=|im[ind; =ljm (Int-Ing) =fim (i) =+

1 to 4o l | N ) to 400 t- 400

Zadanie:
Oblicz pole obszaru ograniczonego gy = € i osiami uktadu wspoteginych.
A
y y="¢
y Ze
b=0

<

0 0
s=[edim] ¢ d>c|jm[ é]:|!mo(1— gznm Him e

X v

Poniewa wartai¢ wyrazenia |jm €' dazy do zera, to otrzymujemy ostatecznie:

to-0

l[im1-0=[jm1=1

to-o t- -0
ODP: Polfe powierzchni obszaru ograniczonego kazyw € i osiami uktadu wspéteginych
wynosi 1 f.
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