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Rys historyczny

Granica funkc;ji ,jedno z podstawowych pgj
matematycznych, znane bylo intuicyjnie )v staraytnosci i
stosowane wowczas do obliczania po6t figur geometrych za
pomog tzw. metody wyczerpywania; polegata ona na wpisywav
dam figure geometrycza ciagu figur o znanych polach. Termin
“"limes"(granica) pojawit siw XVII wieku w pracach angielskiego
fizyka i matematyka lzaaka Newtona oraz niemieakisgtematyka i
filozofa Gottfrieda Wilhelma von Leibniza w zazku z probami
uscislenia tego pajcia.

Wspotczesne okégenie granicy funkcji powstato w XIX w. Wraz z
rozwojem analizy matematycznej i jej zastosowRierwsz scista
definicje granicy funkcji, sformutowano za pomppoje¢
arytmetycznych, podat francuski matematyk i fizylgistin Louis
Cauchy, a wspoétczesne brzmienie nadat jej matemagyrkiecki Carl
Weierstrass.



Granica i ciagtos¢ funkc;ji

Granica i ciggtosé funkciji

Definicja
Niech&>0 i X, dowolnym ustalonym punktem. Zbiorfx;Xot+<)
nazywamy otoczeniem (epsilowym) punki x

Piszemy:
U(Xo0,€)
£ £

& . 3 "

¥ F4 %gtHE
Przykiad:
U(10,2)

.~
8 10 12

U(Xo,€)={X;[X-Xo|<€}

Definicja
Niech@>0 i X, dowolnym ustalonym punktem. Zbidryfu;Xo)d(Xo;Xo+®)
nazywamy gsiedztwem punktu

Piszemy:
S(%.0)
NV —
xD—LP ¥ Kot LP
S (%0:9)={X;0<|x-Xo| <}
Przykifad:
S(2)4)
B —
1545 2 1715

S(26)={X;0<|x-Xo|<o}



Definicja
Niech DOR. Punkt x nazywamy punktem skupienia zbioru Dglijéstnieje cag
{Xn} OD z s1siedztwa punktu x ktérego granigjest punkt x.

m]
X, Pkt skupiena= {x,} OD,x, #X, limx, =X,

n- oo

Przykifad:

1. D=<1,e> - kady punkt zbioru D jest jego punktem skupienia.

2. D=(1,e) - punkty 1,e nie nale do zbioru, alesjego punktami skupienia.

3. D=<1,ex1{1997} - punkt 1997 jest elementem zbioru D, ale jast punktem
skupienia; punkt izolowany.

Definicja (Heinegd)

Mowimy, ze punkt a jest gramadunkcji f; D—R w punkcie skupieniagwtedy i tylko
wtedy, gdy dla kadego cigu argumentéw {}} [ID z sisiedztwa punktu g ktérego granig
jest punkt ¥ ciag wartaci {f(x ,)}jest zbiezny do a.

O

JLFQ f(x)=a = {x,} OD [(Iimx, =X,)=(lim f(x,) =a)]

n- oo n- oo

Xn #Xo
Y
y=f(x)
2]
L R PP /
LER
&
4
0 e R s Xg  *a
{x.}

! Heine Eduard [hajne e.], ur. 1821, zm. 1881, matgknniemiecki; zajmowat siroznymi dzitami analizy
matematycznej (teoria potencjatu, réwnanizniézkowe, funkcje specjalne).



Definicja (Cauchy'egd)
Mowimy, ze punkt a jest gramdunkcji f; D — R w punkcie ¥ wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kadegoe>0 istniejep>0 takie,ze dla XID zachodzi warunek:
Odx-x <¢=|f(x) -al<e
Piszemy:

O O O
Iimf(xX)=a < £>0,¢>0,xUD(—<x—-%X, K¢ =| f(X)—ale)
X=X

Y
y=f(x)
a+e
fixl
a
a-e 4
. . X
Sl P % e

Definicja (Cauch'ego 2)

Mowimy, ze punkt a jest gramdunkcji f; D - R w punkcie ¥, gdy dla dowolnego
otoczenia U(&) punktu a istniejeasiedztwo S(x,¢) takie,ze dla kadego xID jesli tylko
xSn D, bo f(x)JU.

Definicje Haine'go i Cauch'eg@sobie réwnowzne.

Przykifad:
1.
Wykaz z definicji, ze granig funkcji 3x+1 w punkcie 2 jest 7.
IMm(3x+1) =7
X-2

f(x)=3x+1 DOR xp=2 a=7

2 Cauchy Augustin Louis [koszi égt lui], baron, ur.1789, zm. 1857, wybitny matematygncuski XIX wieku,
tworcascistego wyktadu analizy matematycznej Interesowatseloma dziedzinami matematyki, a fak
fizyka, mechanik i astronomi. W swoich pracach staraksiporzdkowa i wyjasni¢ podstawy rachunku
rézniczkowego; sformutowat w sposd@bisty pogcie granicy, zdefiniowat szereg liczbowy orazquog i
kryteria jego zbienaosci.



a) Cauch'ego
wezmy dowolne:
0
rozpatrzmy:
[f(x)-a|<€
[3x+1-7|<
[3x-6|<
[3(x-2)|<
3[1x-2|<€
3|x-2|<
[x-2|<e=
|X-Xol<¢p

Zatem dlap>0 spetnione s
warunki definicji

€O 0znaczaze graniq tej funkcji
w punkcie 2

jestliczba 7. (c.n.d.)

b) Heinego
Wezmy dowolny cag {x} taki, ze:

0
n x,#2

limx, =2

wtedy:

f(x,)=3x, +1

mamy.

lim f(x,) =lim(3x, +1) = Lirr;lo3xn +lim1=3limx, +1=3*2+1=7

noo noo n-oo n-oo

(c.nd.)
2.
Wykaz na podstawie definicjize nie istnieje granica:

lim :m
x-0 X

a)
wezmy Ciag
1
X, =—
n
mamy

]
n 1¢0, IimE:O
n Xﬂoon

rozpatrzmy
lim f(x,)=lim
X — 00

X — 00

BN A

. 1
=lim4+=1



b)
wezmy Ciag

mamy

[}

n-1z0 tim-Y)=o0
n oo

rozpatrzmy

-1 .
lim f(x,) =lim = = lim
n - oo noo ~—, n- o

n

=-1

|
Slel? P

Biorac ciagi argumentéw

X, =+ i x,=-1

zbiezne do 0 (granica) otrzymainy ciagi wartgici f(x,) i f(x ) zbiezne do rénych granic.
Zatem nie istnieje

lim%! c.n.d.

Definicja (Heinego)

Mowimy, ze punkt a jest prawostromgrania f; D - R w punkcie skupieniagivtedy
i tylko wtedy, gdy dla kadego cagu {xn} (D spetniagcego warunki ¥>Xo i
lim x, = X, ciag wartaci {f(x »)} jest zbiezny do a.

n- oo

Piszemy:

O
lim f(x)=a = {x,} 0D (limx, =x,=Ilim f(x,)=a)
X Xg Xn > n- o n- oo

Definicja (Heinego)

Mowimy, ze punkt a jest lewostroamrania f; D —» R w punkcie skupieniapwtedy i
tylko wtedy, gdy dla kadego cagu {x,} (1D spetniagcego warunki x<xo i
lim x, = X, ciag wartaci {f(x ,)} jest zbiezny do a.

Piszemy:

O
lim f(x)=a < {x,} 0D (limx,=x,=1lim f(x,)=a)
X Xg n- o n-o

Xn <X0

Twierdzenie
Funkcja f; D» R ma w punkcie x granie rowna a wtedy i tylko wtedy, gdy granice
lewostronne i prawostronne sobie réwne.

Przyktady funkcji



a) posiadajcych granie:

b
y=f{x)
5|
/ 0 — Xy =—
s
L *
| y=fix)
a |
0 X
s

y=f(x)




b) nie posiadaicych granicy

Y
S y=F(x)
0
Y
o 0 dla xeNW
funkcja Divichieta fX)= 9 1 dla xeWw
1
W]
Y
. xdlax W
0= x dlax NW
0N




y=f(x)

S

L]
w L
[}

Twierdzenie

Jesli limf(x)=a i limg(x)=b ,to:

L lim(f()+9(x) = lim f(x)+lim g(x) =a+b
2. 1im (f()~g(x) = lim ()~ lim g(x) =a~b

3. lim(f(9*g(x) = lim f(x* lim g(x) =a*b
lim f (x)

o f(, e a
4, XILrQO(g(X)) = im 900 =-  b#0g(x#0

Twierdzenie
J&li f; D - R jest funkcy wymierm postaci
f(x) = W(x)
P(X)
I Xp nie jest miejscem zerowym wielomianu P(x), to
lirrx1 f(x)=f(x,)



Przyktfad:
1. Iirrg«/?—x = Iirng«/7—3 =2

2. Xllgngme:e (funkcja stala)

{(x+1)—\/1—2x—x2}X{(x+1)+\/1—2x—x2
2X

X+ -V1-2x-x> B
3. lim =lim[ 1 =
X0 2X X0 (x+1) +1-2x~ 2
- lim{ (x+1)% - (1-2x-x%) — im 2X(x+2) —m X+2 B
COR(X+D +VI-2x—X*] O 2X(X+1) +V1-2x—-X°] *Ox+1++41-2x—-X°
:Iimizl
x-01+1
Zadania:
1.Znajdz granie
. __arcsin2x
a)llm—_
x-0 arcsinx
bylim —0525
s-Zsins—Ccoss
tq2
X=eo  3X

2.Znajdz asymptoty krzywych
2
a)f(x) =
="
2 — —
b) f (x) _ X -x-1
2X
3.Wskaz punkty niecagtosci funkcji
x-1
a)f (x) =——
="
2
1-x?
)y =tgx

b) f(x) =

Odpowiedzi:
1.a)2; by-+/2:c)0
x 1
2.a)y=x+2;b)y=—-=
)y )% 5 3

3.a)x=-1;b)x=1;ck = (2k +1) 7,k = 0,£1+2...



sinx
X

Granica lim
Niech dany hdzie okag o r=1

D

-

1, A OAB:

, AB
sinx =—
1

sinx = AB




Przykfady i wnioski:

L lim 202X = i SIN2X, 2 _ g 2SIN2X _ 5 SINEX 1y = plim S = 5
x-0 X X-0 X 2 x-0 2X x-0 2¥X t-0 {

2 limSMOP _ i SIMOP LS _ 5 SINOP 5 - i — 5im SMS Z 5 =1
p-0 p p-0 p 5 p-0 5p s-0 g

whniosek :

|ings'”ax =a alR\{0}

x-0 X

sin3w 1sin3w3 _ 3

sin3W:§x1_3

3. lim =lim= —=—Ilim =—
w0 2w w02 w 3 2w-0 3w 2 2
wniosek :
im2"X -2 5 b OR\{0)
x-0  pbx b
Zadania:
Oblicz
a)lim 19X
x-0 tgX
b)lim S|n1999p'— sin1997p
p-0 sinp
sin25987
olim—— ———
a~0 sin199Y
Odpowiedzi:
a)e
b)2

c)13



Granica niewtasciwa funkcji w punkcie

Definicja (Heinego)
Mowimy, ze funkcja f: DR ma w punkcie xgrani& niewtaciwa +oo<=>, gdy dla
kazdego cagu argumentowx,} O D i zbieznego do x ciag wartdci {f(x n)} jest rozbieny

Y
y=f(x)
/ {x.}eS
f(x) /”
flxz)
fi3s) L
0 _~ .
i X K }{‘3.' =
e X
=

]
lim f(X) =+ < {x,} OS (limx, =X, = lim f(x,) = +oo) do +o.
X=X X— 0 X — 00
Analogicznie okr&lamy grani dla -co.

O
lim f(x)=-0 < {x,} OS (limx, =X, = lim f(x,) =—)
X = Xg X — 00 X — 00

fxq)
fl:x2) ....................................

fxg)

y=f{x)




Definicja (Cauchy'ego)
Méwimy, ze f;D- R ma w punkcie ggranie niewtaciwa wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdej liczbye>0 istniejep>0 takie,ze dla kadego XIS(x,9) spetniona jest implikacja:

O O O
O<|x-xo|<p=f(X)>€ lim =40 = £>0,¢>0,xUS O<Ix_X,|<@= f(X)>¢)
X=X

y=f{x)

Przykifad:
Oblicz:

1.

i 1
j'['})?

lim =i = +o

j-o0
lim =:
j-o"

czyli:

Sk alr

.1 .
[im — = lim
-0 j-0°
wiec:

lim =+
i-0

Odp.: Funkcja ta ma granice i wynosi ona 4o




Odp.: Funkcja ta nie ma granicy w punkcie 2.

3.
Wykaz, ze istnieje granica z:

1
lim=
X-0 X

a)
: 1
wezmy ciag: X, =0

mamy x, >0 i limx, =0

X - 00

1
wtedy f(x,)=—
X,
o1 1 .
i lim—=lim==Ilimn =+
”*OXn nﬁO% n-o0

zatem lim f(X) = +o
x-0"

b)
. , 1
wezmy ciag: X,'= =

mamy X,'<0 i limx,'=0
n_o 1
wtedy f(x,)=—
X,

oL 1 .1 .
i lim—=lim— =lim—-n=-o
n*OXn' no0o—1 n-0
n

zatem lim f(X) = -
x-0"



poniewé:
lim f(x)# lim f(x),
X—0" x-0*

wiec funkcja f nie ma granicy w punkcig.x

Zadania
Oblicz

AXP+1+1

a)lim—
xoe o 2x -1
2+1

2

b) lim ¢
e-e—2¢

c)limlsin{
| 500

Odpowiedzi: a)l;b)—% ;c)1



Granica funkcji w nieskonczondgci

Definicja (Heinego)
Niech DO(b,0)if: D-R

Mowimy, ze funkcja f ma w ¢ granie rowm a wtedy i tylko wtedy, gdy dla kdego cagu
argumentow {x} rozbieznego do +o ciag wartaci {f(x )} jest zbiezny do a.

im 09 =a - [[im» =+D=Tm () =3

Y

f(X 1) b

f(x2)
f(X3)
f(X4)

X1 X X3 % X

Analogicznie okrdamy granig w -o:

Mowimy, ze funkcja f ma woe granie rowm a wtedy i tylko wtedy, gdy dla kdego
ciagu argumentow {}} rozbieznego do e ciag wartcci {f(x )} jest zbiezny do a.

109 =2 = Q0mx =~ 0= o0 =2)

Przyktfad:

b) 'xif'l:(\/_‘ X+ /X +/X)
C) Ixifrl(\/x2+1—x)



1
Odpowiedzi. a) 1; b)E; c) 0.

Obliczanie granic

Zadania:
Oblicz
a) lim 2x(vx* +1-x)
3
b) Iirrcl)(—x 2+l
c Iimtqﬁ
x-0 sjn X
d) lim Sin X — coSsX
T COS2X
4
) 1
e) lim xsin—=
X — 00 X

1
Odpowiedzi: a)z; b) 0;c) 3;d) 0; e) 1.

Funkcja ciagta w zbiorze

Definicja (Heinego)
Méwimy, ze funkcja f: D» R jest cagta w punkcie ¥1D, jesli dla kazdego cagu
argumentow {x} (0D zbieznego do cigu wartdéci {f(x )} jest zbiezna do f(x).

Funkcja cagta w|X, = {x}DmD(lxiTo X, = Xg = Li[rolo f(x,)="f(x,))

Roznica definicji granicy funkcji w punkcie i ciagtosci funkcji w punkcie

granica ciagtosé
1. Xy - punkt skupienia 1.0¢ punkt z dziedziny
2. Musi zachodZi warunek: ¥#£xo 2. Moze zachodz warunek: x=Xo
3. f(X)) - a 3. f(4) - f(Xo)




Przyktfad:

—> e X —> e X

Funkcja ta jest ggta w punkcie ¥

Y = (x)

Funkcja ta jest agta. Nie maemy jednak
mowi¢ o ciagtosci w punkcie x=0, gdy
punkt ten nie naley do dziedziny.

Definicja
Mowimy, ze funkcja f: D> R jest cagta, jeli jest ciagta w kadym punkcie dziedziny.

Twierdzenie
Niech f: DR



J&li punkt X nalezy do D i istnieje granicaim f(x), to funkcja jest eigta w punkcie ¥

wtedy i tylko wtedy, gdy granica funkcji w punkoie jest rowna wartgi funkcji w punkcie
Xo-

lim f(x) = f(x,)
X X

Przykifad:
Zbadaj cagtos¢ funkcji f w punkcie .

2x—-1dlax#3
f(x)=
5dlax=3

X0:3

D=R, %=3LID

Wyznaczamy granicfunkcji f w punkcie
Ixi[nsf(x) = Ixi[rg2x—1: 2x 3-1=5

Wyznaczamy warte funkcji f w punkcie %
f(Xo)=f(3)=5

Sprawdzamy warunek twierdzenia:

Iim £(x) = (%)

5=5
L=P
y y =2x-1
5|
1 -
T 723 «
Odpowiedz:

W punkcie ¥= 3 funkcja f jest cigta.
Zadania:

Zbadaj cagtos¢ funkcji f w punkcie x:

2

X 74 Jlax#2
a) f(x)=4 x—p 9a%
3 dlax =2

X0:2



x> —6x+9

b) 10)=1 x-3 XTI
1 dlx=3
Xo=3
sin 3
0 F0! x dlax>0

Vx> +9dlax=0

X0:O

Wiasnaosci funkcji ciagtych

Definicja
Punkt %, w ktérym funkcja f nie jest ggta, nazywamy punktem niegjtosci funkciji
f.

Jezeli w punkcie ¥ istniep wiasciwe granice jednostronne, to mowimye w punkcie ¥
funkcja f ma niecigtos¢ | rodzaju.

W pozostatych przypadkach méwinpg w punkcie ¥ funkcja f ma niecigtos¢ 1l rodzaju.

Twierdzenie |: Funkcja stala jest agta.
Twierdzenie Il: Wielomian jest funkgj ciagta.
Twierdzenie lll: Funkcja wymierna jest funkgciagta.



Twierdzenie 1V: Funkcje trygonometryczne sunkcjami cagtymi.
Twierdzenie V: Funkcja wyktadnicza jest funkgiagta.
TwierdzenieVI: Suma, ranica i iloczyn funkcji cagtych jest funkcj ciagta.
TwierdzenieVIl: Ztozenie funkcji cagtych jest funkcj ciagta.
TwierdzenieVIll: Funkcja odwrotna do funkcji gifte] jest funkcy ciagta.
TwierdzenielX: Jezeli istnieje granicdim f (x) =a i funkcja h jest cigta w punkcie ¥=a, to
X=X

lim h[ f (xX)] = h(lim f(x)) =h(a)
X - Xo X - Xo
np. Iirr(1)e7 =gt x =d=¢e
Twierdzenie X: Jezeli funkcja f jest cigta w punkcie ¥ i f(Xo)>0 (f(xp)<0), to istnieje takie
otoczenie U punktupsze dla kadego X1Un D spetniona jest nierowisé:
f(x)>0 (f(x)<0)

y y
f(X0)|...o/
— f(Xo)
\ \_é‘/x ] X X

Twierdzenie (Weierstrassd)
Jeeli funkcja f{a, b —R jest ciagla, to istnieg punkty g, clKa, b, ze
fc) =inf 1(x) 1 1(c,) =sup f(x)
2, (ab)

Twierdzenie (to samo tylkoze po chiopsku)

Jezeli funkcja f jest okrélona na przedziale domksym i jest cagta, to istnieje punkt
z tego przedziatu, w ktérym funkcja f aga wartd¢ najwicksz i istnieje punkt, w ktorym
funkcja f osaga wartd¢ najwieksz.

% Weierstrass Carl [wajersztras karl] ,ur. 1815, 897, matematyk niem., rozwirteoric funkcji
analitycznych; autor prac z zakresu analizy mateschunku wariacyjnego, geometrizriczkowej, algebry
liniowej. Profesor uniwersytetu w Berlinie. Zamiastjasnych, intuicyjnych pe§ analizy matem. Weierstrass
wprowadzit pogcia dobrze zdefiniowane.Podat do&daiywars epsilonovy definicje gr. funkciji.



f(b, f(co)y-

f(al~
f(Cl

ci=a=wartas¢ najmniejsza = f(a)
c=b=wartas¢ najwigcksza = f(b)
Kontrprzyktad, gdy przedziat jest otwarty np. (a,b)

i

Twierdzenie (Darboux’)
Jezeli funkcja f{a, b - R jest ciagta i f(a}f(b), oraz p ley pomkdzy f(a) i f(b), to
istnieje punkt €l(a, b) taki,ze f(c)=p.

y

f(Ko)
a b
Whiosek

Jeili funkcja f jest funkcy ciagta, oraz f(a)>0 i f(b)<O (lub f(a)<O0 i f(b)>0), totigeje
taki punkt c,ze f(c)=0.

* Darboux Jean Gaston [darba gasi], ur. 1842 , zm. 1917, matematyk franc., autocptatycacych przede
wszystkim geometrii riniczkowej i rowna rézniczkowych; zajmowat gitakze mechanik teoretyczn i teorig
funkcji analitycznych.



f(b)> 0
N (/

Badanie cihgtosci funkcji - zadania

Zbadaj cagtos¢ funkcji. Sporadz jej wykres.

1.

f(x):{idlax<1Dx¢O _
2x—-1dlax =1

2.
x*dlax<0

y= Jx -1dla0<s x <1 x=0
ldlax =1

3.

-2sinxdlax <0
f(x) = { Xo=TT

cosxdlax=0
4.

f(x)={ 2** dlax<l x=1
log,x+2 dla x=1

5.

Funkcja f przyporzdkowuje liczbie rzeczywistej a liczlpierwiastkow réwnania :
x?-4x+log(a?+7)=0

a) wyznacz dziedziatej funkcji i naszkicuj jej wykres

b) zbadaj cgtos¢

c) oblicz lim f(a)

a— o



