Okreslenia wstepne

1. Macierza nazywamy prostaitna tablicg liczb
Ay &y &y - Gy

Macierz ta ma n-wierszy i m-kolumn. Méwimse ma wymiar
nnam (nxm).

Zapis a; 0znaczaze element znajdujesw i-tym wierszu i j-tej kolumnie.

2. Jeeli n=m, to macierz nazywamy kwadratow

3. Macierza zerows hazywamy macierz dowolnego wymiaru, ktorej
wszystkie elementyyséwne zero.

4. Macierz o wymiarze n x 1 nazywamy kolumnowWacierz o wymiarze
1 x m nazywamy wierszaew

A= A:(alaza3 am)

5. Macierza diagonalng nazywamy macierz kwadratayktorej elementy
potazone poza gtowanprzekitng s3 rowne zero.

a,;0 0..0
10 a,0..0

6. Macierza jednostkowg nazywamy macierz diagonalrktorej elementy
potazone na gtdbwnej przeknej s rowne jeden.

100..0

01 0..0
| =

0 00..1

7. Macierze A i B gsréwne (A = B), jeeli map ten sam wymiar
i Oa; =b
1]

8. Macierza przestawiom (transponowam) hazywamy macierz, ktora
powstaje z danej macierzy A przez zarawierszy na kolumny.

1 -1
15 7 T
Np. A= A=l5 0
-1 0 9
7 9

Dzialania na macierzach

1. Sumg macierzy A i B nazywamy macierz C = A + B takze
Uc; =g +b;
1)

[1 sj (2 3} [3 8}
Np. + =
27 54 711
Uwaga !
- dodawanie macierzy jest wykonalne tylko wtedy, gdyarte) sam wymiar
- dodawanie macierzy jest przemienngcizhe
A+B=B+A

(A+B)+C=A+(B+C)

- odejmowanie macierzy wykonujemy analogicznie jak dodawanie



2.lloczynem macierzy A przez liczle k nazywamy macierz C = kA tak
ze Uc; =kl
1]

15 210
Np. =
27) \414
3.lloczynem macierzy A,,, i B,,, nazywamy macierz C = AB takze

|D, c; =a, ; +a, b, +..+a, b,
(elementy wiersza pierwszej macierzy rymy przez kolumny drugiej)

\ 15)(23) (12+55 13+5@ ) (12 23
P15 7]l5 4] | 22+75 2m+7m3) |39 34

saller)

Uwagal!

- iloczyn macierzy jest okswny tylko wtedy, gdy liczba kolumn pierwsze;j
macierzy jest rbwna liczbie wierszy drugiej macierzy

- mnazenie macierzy jest¢zne A[(BIC) = (AIB)(C

- dla macierzy zachodzi prawo rozdziedloomnazenia wzgédem dodawania
A[(B+C)= AlB+AIC

- mnazenie macierzy NIE JEST PRZEMIENNEAIB # B[ A

Macierza odwrotna do macierzyA nazywamy macierA™ taka, ze
ALA™T = AT [A=1 (iloczyn macierzy jest rowny macierzy jednostkowej)

(odwracanie macierzy — wyznaczanie macierzy odwrotnej- nie jesetyies
proste !

Zadania

Dane g macierze

1 0 O

A=-2 1 3|, B

2 -1 1
1 1 -2
c=l 2 0 -1, D
-3 -1 O
Wyznacz:
1. A+B
2. 2IC
3. -3[D+2[A
4. (A+B)-(C+D)
5. A(B+C)
6. (A-B)ID
7. AT-DT
8. (A-B)'C" +D)
9. (B"+C)M")"

10. (A-C)" [{B" +D")"



Uktady réwnan liniowych

Uktad
a, 04 +a, XK, + a, [ +..+a, X =b
a21 Ij(1 +a22 D(Z + a23 D(S Tt a2n D(n = b2

anl D(1 + an2 D(Z + an3 D(S Tt ann D(n = bn
nazywamy uktadem n réwndiniowych o n niewiadomych.

Rozwiazaniem uktadu jest kaly uktad liczb(x, ,x,, %,, ... X,)dla ktérego

kazde z réwné jest tzsamdcia.

Uktad, ktéry ma 1 rozwizanie nazywamgpznaczonym.
Uktad, ktory ma wicej niz jedno rozwazanie nazywamyieoznaczonym.
Uktad, ktory nie ma rozwizania nazywamygprzecznym.

Operacje elementarne

Uktad rowna otrzymany w wyniku

- dodania (odjciu) liczby do obu stron réwnania

- pomnaenia (podzieleniu) rownania przez lieatdzna od zera

- zamiany wierszy (kolumn) miejscami

- dodania wierszy (rowma stronami

jest rownowany uktadowi ,wyjciowemu” (ma te same rozyziania)

Rozwigzujac ukfad réwné metod, podstawiania czy przeciwnych
wspotczynnikdéw korzystamy z tych wiae operacji. Na tych operacjach
opiera s¢ rowniez tzw. metoda Gaussarazmetoda rownania
macierzowego.

Metoda réwnania macierzowego

Przypomnijmy metadrozwigzywania rownania liniowegoa(# 0).
ax—b=0 2x+2=8
ax=b 2X=6
_b Np. _6
X=— X=—=
a 2
x=3

J&li przyjmiemy oznaczenia

Ay 8y Sz oo Ay X
A: a'21 a'22 a23 a2n X = X2 B -
anl an2 an3 ann Xn
to zapis
(1) AIX =B

bedzie odpowiadat uktadowi réwna
a:I.lD(l-l_a:I.ZD(Z-i_ a13D(3 Tt a:I.n D(n :bl
a21 D(l +a22 D(Z + a23 D(3 .t a'2n |j(n = b2

(@)

a'nl |3(1 + a'n2 D(Z + a'nf:’; D(S Tt a'nn |j(n = bn

Zatem rozwazanie rownania (1)dalzie rownoznaczne z rozazianiem
uktadu rowna (2). Rozwizania rownania (1) dokonamy analogicznie jak
rozwiazania ,,zwyktego” réwnania liniowego (paatajac, ze A, X i B 1

macierzami)
AX =B |A™
ATAX =A™ [B
X=A"B



Przyktad Metoda schodkowa Gaussa
Xx+y+z=0

Rozwiyz uklad {-3x+2y+4z=7 Metoda Gaussa rozgaywania uktadu réwnaliniowych przez
2x-3y+32=1 sprowadzenie odpowiad@ej mu macierzy do postaci schodkowe;j.

Przykfad
Rozwigz uktad réwna z poprzedniego przyktadu
Rozwizanie

X=B (Pierwsza kolumna odpowiada wspotczynnikom X, druga y, trzecia z, a
1 1 1) (x 0 czwarta wyrazom wolnym. Kolejne zapisy powstajzez pomngenie
~3 2 4|y wiersza przez ustal@riczbe i dodaniu go do innego wiersza)

z

) _3 3 1 1 1|0}y (-3 2 4|7\ (-6 4 8|14
-3 2 4 7/0/1 1 10|00 6 6 6| 0|0

2 -3 3|1 2 -3 3|1 6 -9 9| 3
1 1 1)(x

-3 2 40y|=
2 -3 3)\z

7 -6 4 8 |14 -6 4 8 |14 -6 4 8 |14
1 0O 10 14 |14 |0} O 10 14| 14 |0O| O [10 14|14
0 -5 17|17 0 -10 34| 34 0O 01|48 48

Z ostatniego zapisu i ostatniego w nim wiersz wnioskujemy,
-1 48z = 48
=0 z=1
. 1 Z przedostatniego wiersza wynikag,
1Cy+14z=14

10y+141=14
10y=0
x=-1 y=0
Zatem rozwizaniem uktadu jest tréjka liczby =0 Z pierwszego wiersza ostatniego zapisu (alemaavza¢ dowolny) mamy
2=1 -6x+4y+8z2=14
-6x+4[0+81=14
-6x=6
x=1




Zadania Przyktad
Rozwiaz Zaszyfruj tekst ,ALA MA KOTA” stosujc segmenty diugai 9 i klucz
a+b+c+d=10 12-3
X+y+z=6 x-y+z=1 b+c+d+e=9 szyfrupcy K=10 1 2
2x-y-z=-3, 4{3x+y+2z=5, J{c+d+e+a=8 001
X-3y+2z=1 4x—-2y+3z=4 d+e+a+b=7 o
e+ta+b+c=6 Rozwgzanie

Zamienmy tekst ,ALA MA KOTA”" na ciag liczb 1, 12,1, 13, 1, 11, 15,19, 1

1121
Macierze i kryptografia I umies¢my je w macierzy 3x3:T =|13 1 11|, a nastpnie przysipmy do
1519 1
Dokonajmy prostego przypisania (zaszyfrowania) liter do kolejnych liczb szyfrowania kluczem K:
naturalnych 12-3)(1121 -18 -43 20
A|B|CIDIE|F|G/H|I |J|K|L|M|N|O|PIR|S|TIUWX|Y|Z KiT=lo 1 2!d131 11l=| 43 39 18
12| 3| 4| 5/ 6/ 71 8§ 9 1p11({12|13|14|15|16(17|18|19|20(21(22|23|24 00 1 1519 1 15 19 1

Zaszyfrowany tekst ma wé posté: -18, -43, 20, 43, 39, 18, 15,19, 1

Wiedy tekstALA MA KOTA (Czy ktas teraz by zgadie chodzi o tekst ,ALA MA KOTA’© ?!1?)

maposta 1 12 1 13 1 11 1519 1

Ztamanie takiego szyfru jest oczydeie bardzo proste. Aby utrudnii to
znacznie® ) dokonajmy nagpujacych operacji:
1. Podzielmy caty tekst na segmenty o statej dédagop. 9
2. Kazdej literze przypiszmy jej odpowiednik liczbowy jak poprzednio o
3. Umies¢my kazda 9-tke liczb w macierzy o wymiarze 3x3 §jew KO =S |IK
Lostatnie]” macierzy bda ,wolne miejsca”, to wypetnimy je zerami) KIKIT=K[B
4. Wezmy macierz 3x3 z dowolnymi (ustalonymi) wspétczynnikami — to —
bedzie nasz klucz szyfragy
5. Kazdy ,segment” naszego tekstu pomnty przez ,klucz szyfrujcy”
6. Zapiszmy powstate liczby ponownie wagu ,jedna za drugj)

A teraz przystpmy do deszyfracji tekstu (musimy zZnaczywicie diugaé
segmentu i klucz szyfragy). Matematycznie deszyfracja odpowiada
zapisowi matematycznemu:

T=K*'[8
Zatem dla deszyfracji tekstu musimy wyznacmyacierz odwrotsn do
macierzy szyfrujcej (klucza szyfrujcego)

Taki szyfr odpowiada zapisowi matematyczneduT =S, gdzie T —to
macierz z tekstem ,wygiowym”, K — macierz ,klucza szyfragego”, a S —
macierz z ,zaszyfrowanym tekstem”



Przykfad

Odszyfruj zapis -18, -43, 20, 43, 39, 18, 15, 19, 1 wiedz segment ma

1 2 -3
dlugas¢ 9, a klucz szyfrujcy K={0 1 2
00 1
Rozwigzanie
12 -3
J&li klucz szyfrupcy jest macierz K =0 1 2 |, to klucz deszyfrucy
00 1
1 -2 7
jestmacierg D=K™=|0 1 -2| (wyznaczona programem komp.)
0 0 1
Deszyfracja:
1 -2 7 -18 -43 20 1121
T=K*'B=|0 1 -2 43 39 18 |[=(131 11
0 0 1 15 19 1 15191

czylimamy 1 12 1 13 1 11 15 19 1 i podstawiljery w miejsce
kolejnych liczb otrzymamy odszyfrowany tekst ,ALA MA KOTA”

Przykfad

1. Stosujc poprzedni klucz szyfragy i dlugas¢ segmentu zaszyfruj tekst
,BRYLANT JEST KAWALKIEM W EGLA, KTORY ZDOLAL
ZMIENIC W RZECZYWISTGC SWE NAJPEKNIEJSZE
MARZENIA”

2. Stosujc poprzedni klucz deszyfragy i dluga¢ segmentu odszyfru;j

7,0, 33,18, 23,37,5,9,8,-12, 39, 13, 36, 19,5, 14,0, 0

O szyfrach...

Szyfry prawdopodobnie wymyslili starozytni kupcy, by przekazywac sobie
wiadomosci nie mogace dotrze¢ do konkurencji. Pewnym jest natomiast,
ze szyframi postugiwano sie w krajach Mezopotamii i Egipcie. Na
poczatku szyfry byty bardzo proste - polegaty jedynie na zastepowaniu
jednych stow innymi. Nastepng generacja byty szyfry rowniez polegajace
na zamianie — tym razem nie stow , lecz liter (np. stawny szyfr Cezara) -
Niestety, w dzisiejszych czasach co$ takiego juz sie nie sprawdza - bowiem teksty
kodowane w ten sposdb poddaja sie metodom analizy statystycznej. Oznacza to po prostu,
ze odpowiednio wyszkolony cztowiek, majgc do dyspozycji odpowiednio duzg ilos¢
zaszyfrowanego materiatu jest w stanie odtworzy¢ szyfr i tres¢ listow opierajac sie na
statystykach (np. na przecietnej czestoSci wystepowania danych liter lub ich uktadéw w

danym jezyku). Prawdziwy przetom w szpiegostwie (a wiec i z metodami
przekazywania tajnych informacji) przyniosta era nowozytna w czasach
Kongresu Wiedenskiego. Wtedy tez powstaly pierwsze matematyczne
podstawy teorii szyfrowania i rozszyfrowywania. Dos¢ popularnymi w
tamtych czasach byly szyfry oparte o rysunki. Kolejnym kamieniem
milowym na drodze kryptologii okazato sie skonstruowanie w 1915 roku
przez Amerykanina Edwarda Heberna maszyny szyfrujgcej. Z wygladu
przypominata ona dalekopis - nadawca po prostu pisze na klawiaturze
tekst depeszy, ktéra automatycznie jest kodowana przez elektryczne,
mechaniczne lub elektroniczne uktady urzadzenia. Odbiorca, wyposazony
w podobne urzadzenie, po prostu wstukuje tekst, ktory otrzymat (np.
drogg radiowq) i dostaje gotowy, rozszyfrowany list. Na tej zasadzie
dziatata najstynniejsza chyba maszyna szyfrujgca S$wiata — niemiecka
ENIGMA. W zaleznosci od ustawienia poczatkowych parametréw mogta

ona wytworzy¢ okoto czterdziestu kwadryliondw kombinacji liter - 1 z nia
Jjednak sobie poradzono, a zrobili to polscy matematycy — réwniez metodami naukowymi.

Szyfry jednak maja tez duze zastosowanie we wspdtczesnym “cywilnym”
Swiecie. Od kiedy Internet stat sie ogdlnodostepny, nikogo nie dziwig juz
np. zakupy przez Sie¢, do ktorych uzywa sie numeru karty kredytowej.
Aby przesta¢ ta informacje od kupujacego do “sklepu”, trzeba jg
uprzednio zakodowad, zeby nikt niepowotany nie jej dostat. Podobnie w
przypadku sieci komputerowych. Kazdy szanujacy sie system sieciowy po
dostaniu hasta od uzytkownika koduje go (swojg wtasng metoda, bardzo
skomplikowanq). Za kazdym razem, gdy uzytkownik podaje owo hasto,
jest ono ponownie szyfrowane i w takiej formie poréwnywane z
oryginatem. Szyfry w komputerze sg tak zwanymi “szyframi
jednostronnymi” - to znaczy, ze nie jest mozliwym ich odszyfrowanie. To
pozwala wykorzysta¢ je jedynie do dziatan, gdzie dokonuje sie tylko
porownywania - a wiec np. identyfikacji uzytkownika w sieci.



