Aleksandra Ko$ciewicz

STEREOMETRIA

Stereometria jest geometmprzestrzeni euklidesowej tréjwymiarowej

PROSTEITIASZCZYZNY

Elementami konstrukcyjnymi geometrii przestrzennef sq punkty , proste /
plaszczyzny. Konstrukcje budowane sa w przestrzeni , ktora sama nie jest
elementem konstrukcyjnym.

Punkt - jedno z podstawowych pojec geometrii; element zbioru rozwazanego
facznie ze struktura, wraz z ktora zbior ten tworzy przestrzen P. Punkt jest
pojeciem pierwotnym.

Prosta- jedno z najwazniejszych pofec geometrii; pierwowzorem
matematycznie rozumianej prostej sa. linia, ktora w kazdym swoim miejscu
wyglada jak naprezona struna w stanie spoczynku, tor swobodnie
spadajacego przedmiotu, promien Swiatfa, itp. Pofecie prostej jest pojeciem
pierwotnym.

Plaszczyzna- jedno z najwazniejszych pojec geometrii; pierwowzorem
matematycznie pojmowanej pfaszczyzny jest: powierzchnia roztozonej na
stole kartki papieru, powierzchnia tablicy, itp. Plaszczyzne traktuje sie jako
pojecie pierwotne, albo jako podzbior przestrzeni.

1. Pojecia podstawowe:

Ptaszczyzna jest wyznaczona w przestrzeni:

a) trzema punktami nie patonymi na jednej prostej

b) prost i punktem nie polzonym na niej

c¢) dwiema przecinagymi sk lub réwnolegtymi prostymi

Dwie r&éne ptaszczyzny magoy¢ potazone wzgédem siebie w przestrzeni dwojako:

a) przecingj sic wedtug prostej , kt@rnazywamykrawedzig przecéecia.

b) nie maja punktéw wspolnych i wéwczas ptaszczyakye okrélamy jako rownolegte.
Rozwaajac potazenie prostej w przestrzeni wegem danej ptaszczyzny widzimie
zachodaz tu trzy przypadki:

a) prosta ma z darptaszczyza dwa punkty wspoélne, a g tym samym wszystkie pozostate
i wobec tego jest pokmna na niej.

b) prosta ma z darptaszczyza jeden punkt wspélny, a e przebijaptaszczyza.

C) prosta nie ma z ptaszczyzradnego punktu wspdlnego i wowczas dkamy ja jako

prost réwnolegh.

Rozpatrzmy w przestrzeni dwie proste rownolegtérénie przecinajsic i nie &1

réwnolegte. Wynika z tegoze proste nie wyznaczgadnej ptaszczyzny — albo inaczej- nie
maozna przez nie poprowadziadnej ptaszczyzny. Dwie proste tak wzajemnie pohe
nazywamyprostymi skenymi



2. Ptaszczyzny roéwnolegte.
TWIERDZENIE
Jezeli dwie ptaszczyzny rownolegta przecete
ptaszczyzna, to kragdzie przegicia s rownolegte.
Q

R P
k
Na rysunku mamy Q. Z twierdzenia wynikaze
wowczad k. Jako bezp@edni wniosek z tego
twierdzenia wynikaze przez dany punkt A nie
potozony na danej ptaszczyie P mozna
poprowadzt tylko jedm ptaszczyza Q rownolegh
do danej ptaszczyzri, tj. Q P.
Drugi wniosek to toze dwie ptaszczyzny rownolegte \
/

do trzeciej g do siebie rownolegte.

3. Proste roéownolegte.

Rozpatrugc potazenie prostych rownolegtych w przestrzenizemy
wygtosié nastpujace :

JTWIERDZENIE

Jezeli ptaszczyzna przechogta przez prost rownolegh do danej
ptaszczyzny przecina damptaszczyzn, to krawedz przececia tych
ptaszczyzn jest rownolegta do danej proste;.

Na rysunku mamya P oraz Q przechodzi przea: i przecinaP

wzdtuz b. Wéwczash a. \/

JTWIERDZENIE

Jezeli ptaszczyzna poprowadzona przez prasiwnolegh do danej
prostej na danej ptaszcaye przecina danptaszczyze, to krawedz
przececia tych plaszczyzn jest réwnolegta do danej pjos
Na rysunku progtdarn jesta na ptaszczinie P. Oprocz tegat b i Q
przechodzi przed i przecinaP. Krawedz przececia Q i P- prosta

Cc a. P

\
TWIERDZENIE \/

Jezeli z dwdch prostych Kala jest rownolegta do trzeciej prostej w
przestrzeni, to proste te Bdwnolegte.

TWIERDZENIE
T Prosta rownolegta do kdej z dwoch przecinggych ptaszczyzn jest
~_ réwnolegta do ich kraedzi przecgcia.
Q [ Na rysunku jesb Pib Q, Pi Q przecinaj sic wzdtuz a. Woéwczas
musi by a b.
a
b
m
TWIERDZENIE

Jezeli dwa katy maj ramiona odpowiednio rownolegte i zgodnie skierogyan kty te s
rowne a ich ptaszczyzny sdbwnolegte.

TWIERDZENIE



Odcinki prostych réwnolegtych wyznaczone na tyobspych przez a
ptaszczyzny rownolegteasobie réwne. b \ \

Na rysunku jestt bi P QorazPi Q przecinag a i b. Wéwczas }) \
AA'=BB. o

A\ \ B
4. Proste i ptaszczyzny prostopadte. e)
TUWIERDZENIE Q B’
Jezeli prosta jest prostopadta do dwéchzmgch prostych na A’\

ptaszczynie przechodxych przez punkt przegia prostej z

ptaszczyzn, to jest prostopadta do k@ej prostej na ptaszczyie

przechodzcej przez punkt przegtia prostej z ptaszczyzn

Mamy dowiéc, ze gdya bia c, wéwczas réwniza d,
gdzied jest dowolna prostna ptaszczinie P przechodaca

przez punk.
w Na prostej a odktadamdM=AM’. Naskpnie prostdé, cid

przecinamy prostl i otrzymujemy punktyB, Ci D. Laczac
R punktB, Ci D z punktamiM i M’ otrzymujemy rowne
{ o sobie trojlaty:
Y c  ABM= ABM, poniewa AB=AB, AM=AM i
D

BAM= BAM=90
ACM= ACM, poniewa AC=AC,AM=AM’ i
CAM= CAM’=90
M’ Z réwndici tych trojkatow wynika,ze BM=BM’ oraz
CM=CM’, a shd

BCM= BCM’
poniewa BC=BC, czyli wszystkie bokigrowne.

Dowodzc na tej podstawie rowkoi odcinkéwDM i DM’, widzimy, ze trojkat MDM’ jest
trojkatem réwnoramiennym, w ktoryiD jest z zataeniasrodkows, a wobec dowiedzionej
rownoramiennéci — jest wysokécia, czyli

DAM= DAM' =90 ,awkca d
Prost i ptaszczyza nazywamyprostopadtymijezeli prosta jest prostopadta dozkigj prostej
na ptaszczinie przechodaej przez punkt przegiia danej prostej z ptaszczyzn
Jak wynika z dowiedzionego twierdzenia, warunkieratdtecznym prostopadto prostej do
ptaszczyzny jest jej prostopadéodo dwoch prostych potonych na ptaszczyie i
przechodzcych przez punkt przebicia prostej z ptaszczyzn
Z twierdzenia tego wnioskujemy oprocz tege przez dany punkt patony na ptaszcznie
lub poza i mazna poprowadZitylko jedra prost prostopadt do tej ptaszczyzny, podobnie
jak przez punkt potmny na prostej lub pozagimazna poprowadZitylko jedm ptaszczyzan
prostopadi do tej prostej.
TWIERDZENIE
Jezeli z dwdch prostych rownolegtych jedna jest prpsatitia do ptaszczyzny, to druga
rowniez jest prostopadta do tej ptaszczyzny.

TWIERDZENIE



Dwie ptaszczyzny nazywanprostopadtymijezeli jedna przechodzi
przez prost prostopadt do drugiej. P
Na rysunku jes@ P albo przeciwnid® Q, poniewa Q przechodzi
przeza P.

Jezeli z dwéch ptaszczyzn réwnolegtych jedna jest fmpadta do
danej prostej, to druga rownigest prostopadta do tej proste;j. “

JTWIERDZENIE
Jezeli dwie ptaszczyznyasprostopadte, to kKala z nich przechodzi przez prosta prostopadt
do drugiej i kada prosta poprowadzona prostopadle do jednej zqagsn przez dowolny

punkt drugiej ptaszczyzny znajduje sv drugiej ptaszczinie.

5. Katy miedzy prostymi a ptaszczyznami.
Jezeli prosta nie jest prostopadta ani réwnolegta do
ptaszczyzny, to &em medzy prosta a plaszczyzn
nazywamy Kt ostry utworzony przeztprost z jej rzutem a

na ptaszczyzg N
Na rysunku rzutem prostej jest prostaa’ i wobec tego /(

wspomnianym ktem jest kit . a

Jezeli prosta jest prostopadia do ptaszczyzny, toerzujej M’

na ptaszczinie jest punkt jej przebicia z ptaszczyzn

powyzsze okrélenie nie mae obejmowa tego przypadku.

Prosta tworzy wowczasak prosty z kada prosi na ptaszczinie przechodaca przez punkt
przebicia ptaszczyzny prostopadZauwamy, ze w ten sposob ok§eny kat miedzy prosi a
ptaszczyza jest najmniejszym z dtdw tych, ktére tworzy prosta z prostymi ptaszczyzn
przechodzcymi przez punkt przebicia.

TWIERDZENIE

Jezeli prosta leaca na ptaszczyie i przechodaca przez
punkt przegicia pochytej z ptaszczyanjest prostopadia
do rzutu pochytej, to jest ona prostopadta do pheghy
Na rysunku jesb a’, gdziea’ jest rzutem prostej pochyie]
a na ptaszczyznP. Mamy dowid¢ ,zeb a. Na prostej a
obieramy dowolny punki, ktérego rzutem jest punkd’,
a na prostep odktadamy dowolne, ale rowne odcinki po
obu stronach punktd - AB = AC. Nastpnie hczymy
punktyM i M’ z punktamiB i C. Jak widzimy M'AB =
M'AC, skad wynika,ze M'B = M’C. Wobec tego MM’'B
= MM'C i stad mamyMB = MC, czyli trojkat BMC jest
trojkatem réwnoramiennym, w ktorymMA jest z zataenia srodkows, a wskutek
dowiedzionej rownoramienioi jednoczénie i wysokdcia, wobec czego

MAB= MAC=90 albob a

Twierdzenie to nosi nazwtwierdzenia o trzech prostopadtych

Kgtem dwudciennymnazywamy kada z dwadch cgsci przestrzeni, na kt@rdzieh przestrzé
dwie ptaszczyzny i Q o wspdlnej krawdzi. Ptaszczyzny i Q nazywamycianami lgta
dwuwsciennegoa ich wspdlna kragdz — krawedzig kgta dwuciennego

WIELOSCIANY



Wieloscianem nazywamy czesc przestrzeni sktadajaca sie z punktow,
potoZzonych wewnatrz powierzchni wielosciennej i z punktow potozonych na
tej powierzchni.

Powierzchnia wieloscianu nazywamy figure utworzong przez wielokaty
pofozone w roznych ptaszczyznach w ten sposob, ze kazdy bok jest wspolny
dla dwu wielokatow.

Wielokaty ograniczajace dany wieloscian nazywamy ,$cianami wieloscianu, a
wierzchotki i boki tych wielokatow nazywamy odpowiednio wierzchotkami /
krawedziami wieloscianu.

1. Graniastostupy.
Graniastostupemnazywamy wielécian, ktérego wszystkie wierzchotki znajdupic na
dwoch ptaszczyznach rownolegtych, zwanyplaszczyznami podstaw dolnej i gornegj
ktérego wszystkie kragdzie nie potaone na tych ptaszczyznach , zwakewedziami
bocznymi réwnolegte.

W przypadku, gdy kraedzie boczne s prostopadie do ptaszczyzny podstaw, graniastostup
nazywamyprostym,a w przypadku gdyasone pochyte, graniastostup nazywapochytym
Jezeli podstawa graniastostupa jest wieibforemny, graniastostup nazywamyawidtowym
( foremnym). Graniastostup, ktérego wszystkieiany @ prostoktami , nosi nazw
prostopadidcianu

Oznaczmy: powierzchaipodstawy -B, powierzchnie boczn— P, powierzchnie catkowdt—
Si objetos¢ — V. Dla dowolnego graniastostupadzie:

S=P+2B

W przypadku graniastostupa prostegoiany boczne $ prostoktami i wobec tego
powierzchnia boczna

P=agh+ah+...+gh=(ay+ax+...+a)h=2ph

P =2ph

gdzie 2p oznacza obwdd podstawy,hawysoka¢ graniastostupa za ktora uigase w obu
przypadkach odlegké ptaszczyzn podstaw.

Objetos¢ graniastostupa zarowno prostego, jak i pochylegaia st wzorem:

V =Bh

2. Ostrostup ostry i Sciety.



Ostrostupem nd&nymnazywamy wielécian, ktorego jedn
sciam, zwary podstaw ostrostupa, jesh-kqt, a pozostate
sciany, zwane scianami bocznymi s trojkatami o
wspolnym wierzchotku.

Wysokdcig ostrostupa nazywamy odlegéowierzchotka od
powierzchni podstawy.

Ostrostup nazywamy rpwidtowym ( foremnym), jezeli
podstawa jego jest wielak foremny, a spodek wysoka
ostrostupa znajduje giw srodku okegu opisanego na
podstawie.

Wedtlug oznaczepodanych powsej jest:

S=P+ B

gdzieP =P, + P, +. . .+ P, jest sum trgjkatow tworzicychsciany boczne
Objetos¢ ostrostupa wyrza st wzorem:

V =1/3Bh

Jezeli ostrostup przetniemy ptaszczyznédwnolegh do podstawy, to otrzymamy dwa
wielosciany, z ktérych dolny nazywanostrostupenscietym

Objetos¢ ostrostupascietego obliczamy jako tice ostrostupa przedcicciem o wysokéci

h + x i ostrostupa odetego o wysokéci x.

A wigc mielibysmy:

V=1/3B, (h+x)-1/3Bx = 1/3Bh + 1/3(B. — B, ) X

BRYlY OBROTOWLE

1. walec

Walcem nazywamy bry ograniczon powierzchm,
ktéra powstaje przy obrocie prosigh& dokota jednego z ‘\
jego bokdw. _/ /'y
Przekrojem osiowynwalca nazywamy przekroj, ktéry
powstaje wéwczas, gdy ptaszczyznactn przechodzi P
przez ¢ walca OO. Przekrgj ten jest prostakem o
bokach2r i h.

W przypadku szczegolnym, gdy przekroj ten jest
kwadratem, t. gdy 2r = h, walec nazywamy
réwnobocznym

Traktujpc walec jako graniastostup prosty prawidiowy,
ktérego podstawa jest wielakforemny o nieskaczenie
wielkiezj ilosci bokow, stagc na gruncie powaej przygtych oznacze, mamy:
B=r

j@\

P=2rh
V= rh
S=2r(r+h)

2. Stozek ostry i Sciety:



Stakiem nazywamy bry ograniczoa powierzchm,
ktéra powstaje przy obrocie trajla prostoktnego dokota
jednej z jego przyprostakiych.

W przekroju poprzecznym stka otrzymuje si trojkat
rownoramienny, ktérego ak wierzchotkowy 2
nazywamy kqgtem rozwarcia stazka. Ramional tego
trojkata nazywamytworzcymi staka.

Miedzy odcinkamr , | i h zachodzi oczywista zateos¢:

1> =r?+ h?

Traktupc stazek jako ostrostup o nieograniczonejsito
scian bocznych tatwo wyprowadzamy przez analogi
nastpujace zalenosci:

B= r?
S=r(r+l)
P=rl
V=13 r*h

Aby obliczy¢ wielkosci B, P, S i V staka scietego o
promieniach podstaws; i r,, wysokdaci h i tworzacej |,
uzupetniamy go do stka  ostrego i znajdujemy
wysokai¢ X, oraz tworzca y starka dobudowanego

X = (rz2h )/(ri—rp) orazy = (ral J(ri—r2)

Majac obliczone wartéri x orazy, powierzchng boczry
stazka scigtego P i objetos¢ V znajdujemy jako rénice
powierzchni i obgtosci stazkow pierwotnego i odetego.
Mamy wowczas:

B, = r12
B,= r22
P= ( r+ rz) |

S= [(ri+r2) | +r+r)7]
V=1/3 h ( r12 + Iy + rzz)

Kulg nazywamy bry ograniczon powierzchm kulista,
ktéra powstaje przez obroét potkola dokétadnicy.

y Przecinajc kule ptaszczyza przechodzca przez jejsrodek
O otrzymujemy w przekroju koto o promieniu réwnym
promieniowi kuli r. Przekrdj dowolna ptaszczyzna dzieli
kule na dwie bryty zwanedcinkami kulistymalboczaszami
kulistymi ktorych wielkdcia charakterystycznprzy danym
promieniur jest wysoké¢ h. Oczywgcie wysokd¢ drugiej
czaszy wynos2r —h.

Dla kuli jest:
S=4r?
V=4/31

Dla czaszy kulistej jest:

P=2rh

V= h*(r-1/3h)

W?zory te znajdyj zastosowanie w odniesieniu do obydwu czasz, n& kiadszczyzna dzieli
kule. Przy obliczaniu wartei P i V drugiej czaszy nakly zamiast warteci h podstawd
wartasé 2r — h.



P w przypadku czaszy okila czs$¢ powierzchni kulistej bez powierzchni przekroju
kotowego. Jeeli przetniemy kuj dwiema ptaszczyznami réwnolegtymi, oddalonymi od
siebie og  2r, to otrzymamy warstwkuli, ktorej grubdéé¢ ( wysokaé ) wynosig, a
podstawami gkota o promieniach; i r,. Powierzchng boczm otrzymanej bryty nazywamy
pasmem kulistymVynosi ona :

P=2rg

Objetos¢ warstwy kuli

V=12 r’g+1/2r°g+1/6 ¢



